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Algebre

Feuille d’exercices n°3
Polynoémes.
Exercice 1. On se place dans Z/2Z[X].

1. Déterminer tous les polynomes de degré inférieur ou égal & 3 et, parmi eux, lesquels sont irréductibles.

2. Existe-t-il un polynéme de degré 4 sans racine et non irréductible ?

Exercice 2. Soit A et B deux polynomes de degré > 1 premiers entre eux. Montrer qu’il existe un unique couple
(U, V) de polynomes tels que AU + BV =1, degU < deg B et deg V' < deg A.

Exercice 3. Soit L un corps commutatif et K un sous-corps de L. Démontrer que pour tout A, B € K[X],
PGCD(A, B) est le méme dans K[X] et dans L[X].

Exercice 4. m et n étant deux entiers naturels, calculer le PGCD de X™ — 1 et X™ — 1 dans K[X].

Exercice 5 (Résultant). Soit A =" ar X" et B =3 ;_; b, X" deux polynémes non constants de K[X] de
degrés respectifs m et n. On note pour tout entier naturel d, E; = K4—1[X] = {P € K[X], deg P < d}.
On définit 'application :
f: EyxEn —  Bpin
(P,Q) +— AP+ BQ

On considére les vecteurs colonnes & m + n lignes suivants :

an 0 0
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Ay, 0
C(): 0 701: A s ..7Cn,1: 0
: 0 Qg
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0 0 Am
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bo 0
by, . 0
DO_ 0 7"')Dm—1— bO
0 b,

Soit R4 p le déterminant de la matrice dont les colonnes sont Cy...C\_1...Dg... Dy 1.

1. Quelles sont les dimensions des espaces vectoriels E,,+, et E, x E,;, 7 En donner des bases.
2. Vérifier que f est linéaire.

3. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) A et B sont premiers entre eux, (b) f est bijective, (c¢) Rap # 0.

Exercice 6. (On peut le voir comme une application de l'ezercice précédent). On se place dans C[X].

1. Déterminer le PGCD de P = X?+aX +bet Q = X?+a’X +b'. Donner une condition nécessaire et suffisante
polyndmiale sur les coefficients pour que P et ) aient une racine commune.

2. Mémes question avec P = X2 +aX +bet Q= X3 +bX +¢.

Exercice 7 (Polynome interpolateur de Lagrange). Soit n € N* et ag,...,a,, n + 1 réels distincts deux a
deux. On considére I'application ¢ de K,,[X] dans K" "1 définie par o(P) = (P(ao), ..., P(ay)).

1. Montrer que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

2. Déterminer I'image par ¢! de la base canonique de K"*!. On notera L; = ¢ '(e;41) ol e; est le i-iéme
vecteur de la base canonique de K™, Justifier pourquoi (L;)i—o,... » est une base de K, [X].

3. En déduire que pour tout (g, ...,a,) € K" il existe un unique polynéme de degré inférieur ou égal a n
tel que pour tout i € {0,...,n}, P(a;) = ;. Expliciter ce polynome dans la base (L;);=o,... n-

4. Application : déterminer 'unique polyndéme de degré inférieur ou égal a 2 de R[X] tel que P(—1) = 1,
P(1) = —5et P(2) = V2.



